Schrittweise DGL-Modellierung fiir den freien Fall:

Im Folgenden bezeichnet v stets die Fallgeschwindigkeit und /i die Hohe tiber dem Erdboden,
insbesondere ist h(t) = —v.

e Kein Luftwiderstand:

. 2

v =g=v(t) =9+ gt, h:—gih(t):ho—vot—gg

Mit Newton-Reibung (laminare Stréomung):

U =g — CNV ﬁ:—g—cNh

Mit Stokes-Reibung (Wirbel):
0 =g — cgv? H:—g+05h2

(noch exakt 16sbar - Variation der Konstanten)

Exponentiell abnehmende Atmosphérendichte (groke Absprungshohe):

h= —g+ ce MR =

Bei Spriingen aus der Stratosphére spielen noch andere Effekte eine Rolle:

— Vertikaler Temperaturgradient - Atmosphérendichte nicht exponentiell.
— Stromungswiderstandsanstieg bei Durchbrechen der ,,Schallmauer.

Realistische Modellierung der Atmosphérendichte fithrt zu DGL, die nur noch numerisch l6sbar
sind.

Le Vertiefungs- und Erweiterungsstoff AHS 12. Schulstufe: Numerische Methoden, Programmie-
rung mathematischer Verfahren, Approximations- und Interpolationsverfahren, Differenzenglei-
chungen und Differentialgleichungen



Euler-Verfahren fiir DGL 1. Ordnung:

Betrachte das Anfangswertproblem
w(t) = F(t,z(t)),  x(to) = xo, (AWP)
mit F : [tg, T] x R™ — R" stetig und global Lipschitz-stetig beziiglich des zweiten Arguments, d.h.
AL>0:V(t ), (ty) € [to, TI xR" - [[F(t,2) = F(t,y)|| < Lllx — yl|.

Dann besitzt (AWP)) eine eindeutige Losung auf dem Intervall [to,T]. Sei x(t) der Wert der
Losung zur Zeit t und h > 0 eine gewisse Schrittweite. Durch Integration von (AWP)) erhalten

WIr
t+At

z(t + At) = z(t) + / F(s,z(s))ds

und ersetzen nun das Integral durch die Rechtecksfliche h - F'(t,z(t)). Bei fester Schrittweite At
fithrt dies zur Differenzengleichung

Tpa1 = Ty + At - F(ty,, z,) (tne1 = t, + Al),

wobei x,, eine Approximation der Losung der DGL zur Zeit ¢, (also z(t,)) ist.
Implementierung des Eulerverfahrens in Tabellenkalkulation:

n tn Tn F(tn,xn)
0 to i) F(to,(lfo)
1 t0+At J}Q—'—At'F(to,lL’o) F(tl,xl)

Achtung: Die Beschreibung des LoseDgl-Befehls in der Befehlreferenz von GeoGebra ist etwas
irrefithrend, die korrekte Syntax lautet (nur mit 6 statt oe):

LOSGDgl(y/ = F(l’, y)a (mOa y[))) bzw. LéSQDgl(y” = F({L‘, Y, yl>a (:E()v yO)v (an y(/]))7

d.h. die Zahlenpaare sind die Anfangsdaten und nicht die Werte der rechten Seite der DGL.



